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Lühikokkuvõte. Bakalaureusetöös vaadeldakse polügoone üle poolrühma S.
Antakse üksikasjalik tõestus teoreemile, mille kohaselt järgmised väited püsivate
parempoolsete polügoonide AS kohta on samaväärsed: (i) AS on konservatiivselt
lame; (ii) AS on konservatiivselt lame ja võrdsuslame; (iii) AS rahuldab tingimust
(P) ja (E); (iv) AS rahuldab tingimust (BF). Töös esitatud tõestus toetub M.
Kilbi, U. Knaueri ja A. V. Mikhalevi monograaas Monoids, ats and ategories
(Berlin, New York: Walter de Gruytor, 2000) esitatule üle monoidi. Antud
tulemust üle poolrühmade pole varem tõestatud.
CERCS teaduseriala: P120 Arvuteooria, väljateooria, algebraline geo-
meetria, algebra, rühmateooria.
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Charaterization of pullbak at ats
Bahelor's thesis
Elery Teor
Abstrat. In this bahelor's thesis we onsider ats over a semigroup S. The
objetive is to present a detailed proof of a theorem stating the equivalene
of the following assertions for any rm at AS: (i) AS is pullbak at; (ii) AS
is pullbak at and equalizer at; (iii) AS satises both Condition (P) and
Condition (E); (iv) AS satises Condition (BF). The exposition is based on
the proof for ats over monoids presented in the monograph Monoids, ats and
ategories (Berlin, New York: Walter de Gruytor, 2000) by M. Kilp, U. Knauer
and A. V. Mikhalev. The theorem over semigroups has never been proven before.
CERCS researh speialisation: P120 Number theory, eld theory, al-
gebrai geometry, algebra, group theory.
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t, tensor produt, pullba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Sissejuhatus
Polügoone üle monoidi on uuritud aktiivselt alates 1970. aastate algusest. Mo-
nograaast [3℄ võib leida põhjaliku ülevaate sellest, millised on olnud põhilised
omadused, mida on uuritud, ning samuti ulatusliku kirjanduse loetelu selle vald-
konna kohta.
Tähtsat kohta polügoonide teoorias on algusest peale omanud niinimetatud
lamedusomadused. Need deneeritakse nõudes polügooniga tensorkorrutamise
funktorilt teatud tüüpi diagrammide säilitamist. Näiteks parempoolset polügoo-
ni nimetatakse konservatiivselt lamedaks, kui temaga tensorkorrutamise funktor
säilitab konservatiivsed ruudud. Bo Stenström oma artiklis [6℄ tõi sisse omaduse,
mida hiljem hakati nimetama tugevaks lameduseks ja mis tähendab nii konser-
vatiivsete ruutude kui võrdsustajate säilitamist. Ta näitas, et tugev lamedus on
samaväärne teatud lihtsate tingimustega (P) ja (E). Sydney Bulman-Fleming [1℄
näitas hiljem, et tugev lamedus ja konservatiivne lamedus langevad kokku.
Polügoonidest üle poolrühma on teada üsna vähe. Neid on uuritud küll seoses
poolrühmade Morita ekvivalentsusega, kuid nende lamedusomadusi pole uuritud.
Siin võib olla takistuseks see, et üritades Stenströmi lähenemist vahetult üle kan-
da poolrühmade juhule, ei õnnestu näidata, et tugev lamedus on samaväärne
tingimustega (P) ja (E). Käesolevas töös näitame, et lamedusest on võimalik
mõistlikul viisil kõnelda siis, kui lisaks teatud diagrammide säilitamisele nõuda
ka teatud loomuliku kujutuse bijektiivsust. Täpsemalt, me ütleme, et polügoon
AS üle poolrühma S on püsiv, kui kujutus µA : A⊗SS → A, a⊗s 7→ as, on bijek-
tiivne. Lihtne on näha, et iga polügoon üle monoidi on püsiv, kuid poolrühmade
korral see alati nii ei ole. Tuleb välja, et püsivus suudab üpris hästi asendada
poolrühma ühikelemendi puudumist. Püsivaid polügoone on kasutatud näiteks
artiklis [5℄ poolrühmade Morita ekvivalentsuse uurimisel.
Antud bakalaureusetöö eesmärk on anda konservatiivselt lamedate polügooni-
de kirjeldus tingimuste (P), (E) ja (BF) abil. Konservatiivse lameduse deneerime
nõudes polügoonilt püsivust ja konservatiivsete ruutude säilitamist.
Bakalaureusetöö on jaotatud kolmeks peatükiks, millest esimene on sissejuha-
tav ning annab kõik vajalikud denitsioonid ning mõned tulemused, mida töös
kasutatakse. Sõnastatakse ja tõestatakse seos unitaarsete polügoonide ning kuju-
tuse µA sürjektiivsuse vahel.
Teises peatükis kirjeldatakse polügoone, mis rahuldavad tingimust (P). Tões-
tatakse, et mistahes polügooni AS korral on samaväärsed väited, et polügoon AS
rahuldab tingimust (P) ja kui a⊗m = a′⊗m′ tensorkorrutises A⊗SM , siis saame
leida paare (a,m) ja (a′, m′) ühendava skeemi pikkusega 1. Antakse konservatiiv-
sete ruutude konstruktsioon vasakpoolsete S-polügoonide kategoorias. Tõestatak-
se, et püsivad polügoonid AS rahuldavad tingimust (P) parajasti siis, kui kõigi
teatud tüüpi konservatiivsete ruutude korral on teatud kanooniline kujutus ϕ
sürjektiivne.
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Kolmandas peatükis antakse võrdsustajate konstruktsioon vasakpoolsete S-
polügoonide kategoorias, sõnastatakse seos konservatiivsete ruutude ning võrd-
sustajate säilitamise vahel. Tõestatakse, et iga võrdsuslame polügoon rahuldab
tingimust (E) ning iga konservatiivselt lame polügoon rahuldab tingimust (P).
Tõestatakse bakalaureusetöö põhitulemus, mis annab konservatiivselt lamedate
polügoonide kirjelduse tingimuste (P) ja (E) abil. Tõestuses tuginetakse allikas [3℄
toodud teoreemile polügoonide kohta üle monoidi. Antud teoreemi polügoonide
kohta üle poolrühma pole varem tõestatud. Lisaks tuuakse kaks näidet polügoo-
nide konservatiivse lameduse kohta.
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1 Põhimõisted
Selles peatükis esitatakse põhimõisted, mida edaspidi antud töös kasutatakse.
Kõik denitsioonid ning tulemused on allikatest [2℄, [3℄ ja [4℄.
Denitsioon. Poolrühmaks nimetatakse mittetühja hulka, millel on denee-
ritud kahekohaline assotsiatiivne algebraline tehe, mida harilikult nimetatakse
korrutamiseks. Poolrühma S elementide s, t korrutist tähistatakse sümboliga st.
Käesolevas tekstis tähistab S kõikjal poolrühma.
Denitsioon. Hulka A nimetatakse parempoolseks polügooniks üle poolrüh-
ma S (ehk parempoolseks S-polügooniks), kui mistahes a ∈ A ja mistahes s ∈ S
korral on deneeritud korrutis as ∈ A nii, et:
a(st) = (as)t
mistahes elementide a ∈ A ja s, t ∈ S korral.
Parempoolset S-polügooni tähistatakse sümboligaAS. Analoogiliselt deneeritak-
se vasakpoolsed polügoonid SA üle poolrühma S.
Iga poolrühma S saab loomulikul viisil vaadata nii parempoolse polügoonina
SS kui vasakpoolse polügoonina SS.
Denitsioon. Kujutust f : AS → BS nimetatakse parempoolsete S-polügoonide
homomorsmiks ehk S-homomorsmiks, kui
f(as) = f(a)s
mistahes a ∈ A ja s ∈ S korral. Kõikide selliste homomorsmide hulka tähista-
takse: Hom(AS, BS).
Denitsioon. Olgu AS ja SM polügoonid ja ϑ vähim ekvivalentsusseos hulgal
A×M , mis sisaldab kõik paarid ((as,m), (a, sm)), a ∈ A, m ∈M, s ∈ S.
Hulka (A × M)/ϑ nimetatakse polügoonide AS ja SM tensorkorrutiseks ja
tähistatakse: A ⊗S M . Tensorkorrutise A ⊗S M elementi [(a,m)]ϑ tähistatakse
a⊗m ja nimetatakse elementide a ∈ A ja m ∈M tensorkorrutiseks.
Denitsiooni põhjal on selge, et mistahes a ∈ A, m ∈M ja s ∈ S korral
as⊗m = a⊗ sm.
Denitsioon. Olgu S poolrühm, olgu 1 mingi element, mis ei kuulu hulka S ja
S1 = S ∪ 1.
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Deneerime hulgal S1 korrutamise nii, et poolrühma S omavahelisi korrutisi ei
muudeta,
1 · 1 = 1,
1s = s1 = s
iga s ∈ S korral. Ilmselt on S1 monoid ühikelemendiga 1. Öeldakse, et monoid
S1 on saadud poolrühmast S ühikelemendi välisel lisamisel.
Saab näidata, et kehtib järgmine lemma.
Lemma 1. Olgu AS ja SM polügoonid. Siis
a⊗m = a′ ⊗m′,
a, a′ ∈ A, m,m′ ∈ M , parajasti siis, kui leidub k ∈ N ja elemendid
s1, . . . , sk, t1, . . . , tk ∈ S
1, b1, . . . , bk ∈ A, n1, . . . , nk−1 ∈M nii, et
a = b1t1 t1m = s1n1
b1s1 = b2t2 t2n1 = s2n2
b2s2 = b3t3 t3n2 = s3n3
. . . . . .
bk−1sk−1 = bktk tknk−1 = skm
′
bksk = a
′ .
Denitsioon. Võrduste jada esitatuna lemmas 1 toodud kujul nimetatakse hulga
A×M paare (a,m) ja (a′, m′) ühendavaks skeemiks pikkusega k.
Märkus. Kui k = 1, siis me loeme, et skeem on kujul
a = b1t1 t1m = s1m
′
b1s1 = a
′ .
Lause 1. Olgu AS polügoon. Siis on olemas kujutus µA : A⊗S S → A,
µA(a⊗ s) = as,
kus a ∈ A, s ∈ S.
Tõestus. Olgu a ⊗ s = a′ ⊗ s′, a, a′ ∈ A, s, s′ ∈ S. Siis lemma 1 põhjal leiduvad
k ∈ N, s1, . . . , sk, t1, . . . , tk ∈ S
1, n1, . . . , nk−1 ∈ S, b1, . . . bk ∈ A nii, et
a = b1t1 t1s = s1n1
b1s1 = b2t2 t2n1 = s2n2
b2s2 = b3t3 t3n2 = s3n3
. . . . . .
bk−1sk−1 = bktk tknk−1 = sks
′
bksk = a
′ .
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Siis aga
as = (b1t1)s = b1(t1s) = b1(s1n1) = (b1s1)n1 = (b2t2)n1 = b2(t2n1)
= · · · = (bktk)nk−1 = bk(tknk−1) = bk(sks
′) = (bksk)s
′ = a′s′.
Seega µA on korrektselt deneeritud kujutus.
Denitsioon. Olgu AS polügoon. Öeldakse, et AS on püsiv, kui kujutus
µA : A⊗S S → A, a⊗ s 7→ as,
on bijektiivne.
Analoogiliselt deneeritakse vasakpoolsed püsivad polügoonid SA.
Denitsioon. Polügooni AS nimetatakse unitaarseks, kui iga a ∈ A korral
leiduvad a′ ∈ A ja s ∈ S nii, et a = a′s.
Lemma 2. Polügoon AS on unitaarne parajasti siis, kui kujutus µA on sürjek-
tiivne.
Tõestus. Tarvilikkus. Eeldame, et AS on unitaarne polügoon. Olgu a ∈ A. Siis
leiduvad a′ ∈ A ja s ∈ S nii, et a = a′s. Seega a = a′s = µA(a
′⊗ s), järelikult µA
on sürjektiivne.
Piisavus. Olgu AS polügoon. Eeldame, et µA on sürjektiivne, s.t mistahes
a ∈ A korral leiduvad a′ ∈ A ja s ∈ S nii, et a = µA(a
′ ⊗ s) = a′s. Järelikult AS
on unitaarne.
Denitsioon. Olgu f : AS → A
′
S ja g : SM → SM
′ S-homomorsmid. Kujutust
f ⊗ g, mis on deneeritud võrdusega
(f ⊗ g)(a⊗m) = f(a)⊗ g(m)
mistahes a ∈ A, m ∈ M korral, nimetatakse homomorsmide f ja g tensor-
korrutiseks.
Veendume eelmise denitsiooni korrektsuses.
Olgu a ⊗ m = a′ ⊗ m′, a, a′ ∈ A, m,m′ ∈ M . Siis lemma 1 põhjal leiduvad
k ∈ N, s1, . . . , sk, t1, . . . , tk ∈ S
1, n1, . . . , nk−1 ∈M, b1, . . . bk ∈ A nii, et
a = b1t1 t1m = s1n1
b1s1 = b2t2 t2n1 = s2n2
b2s2 = b3t3 t3n2 = s3n3
. . . . . .
bk−1sk−1 = bktk tknk−1 = skm
′
bksk = a
′ .
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Kasutades seda, et f ja g on S-homomorsmid, saame, et kehtivad võrdused
f(a) = f(b1)t1 t1g(m) = s1g(n1)
f(b1)s1 = f(b2)t2 t2g(n1) = s2g(n2)
f(b2)s2 = f(b3)t3 t3g(n2) = s3g(n3)
. . . . . .
f(bk−1)sk−1 = f(bk)tk tkg(nk−1) = skg(m
′)
f(bk)sk = f(a
′) ,
millest järeldub, et
f(a)⊗ g(m) = f(b1)t1 ⊗ g(m) = f(b1)⊗ t1g(m) = f(b1)⊗ s1g(n1)
= f(b1)s1 ⊗ g(n1) = f(b2)t2 ⊗ g(n1) = · · · = f(bk)⊗ skg(m
′)
= f(bk)sk ⊗ g(m
′) = f(a′)⊗ g(m′).
Seega f ⊗ g on korrektselt deneeritud kujutus.
Polügoonide konservatiivse lameduse ja võrdsuslameduse deneerimiseks too-
me sisse kategooria ning funktori mõisted.
Denitsioon. Kategooria C koosneb järgmistest asjadest:
1. klass C0, mille elemente kutsume selle kategooria objektideks;
2. iga objektipaari (A,B) jaoks on olemas hulk C(A,B), mille elemente nime-
tame morsmideks objektist A objekti B;
3. iga objektikolmiku (A,B,C) jaoks on olemas kujutus (komponeerimine
ehk korrutamine)
C(A,B)× C(B,C) −→ C(A,C);
paari (f, g) kujutist (morsmide f ja g kompositsiooni ehk korrutist)
tähistame g ◦ f või lühidalt gf ;
4. iga objekti A jaoks on olemas morsm 1A ∈ C(A,A), mida kutsutakse
objekti A ühikmorsmiks.
Need andmed peavad rahuldama järgmisi aksioome.
1. Kui (A,B) 6= (A′, B′), siis C(A,B) ∩ C(A′, B′) = ∅.
2. Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morsmide f ∈ C(A,B), g ∈
C(B,C), h ∈ C(C,D) korral kehtib võrdus
h(gf) = (hg)f.
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3. Ühiku aksioom: mistahes morsmide f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C) korral
kehtivad võrdused 1Bf = f ja g1B = g.
Morsmi f ∈ C(A,B) tähistatakse f : A → B; üheselt määratud objekti A
kutsutakse morsmi f lähteobjektiks ning objekti B kutsutakse morsmi f
sihtobjektiks.
Antud töös kasutame järgmisi kategooriaid:
• Set  objektideks on hulgad, morsmideks on kujutused;
• At-S  objektideks on parempoolsed S-polügoonid, morsmideks on pa-
rempoolsete S-polügoonide homomorsmid;
• S-At  objektideks on vasakpoolsed S-polügoonid, morsmideks on va-
sakpoolsete S-polügoonide homomorsmid.
Denitsioon. Kovariantne funktor F kategooriastA kategooriasse B koosneb
1. kujutusest F0 : A0 → B0 kategooriate A ja B objektide klasside vahel;
objekti A ∈ A0 kujutist tähistatakse F (A);
2. A iga objektipaari (A,A′) jaoks kujutusest FA,A
′
1 : A(A,A
′) →
B(F (A), F (A′)); morsmi f ∈ A(A,A′) kujutist tähistatakse F (f);
nii et on täidetud järgmised tingimused:
1. mistahes morsmide f ∈ A(A,A′) ja g ∈ A(A′, A′′) korral
F (gf) = F (g)F (f);
2. iga objekti A ∈ A0 korral
F (1A) = 1F (A).
Denitsioon. Kategooria C objektide A,B kokorrutis on kolmik (P, uA, uB),
kus P ∈ C0 ja uA : A → P, uB : B → P on kategooria C morsmid (mida
nimetatakse sisestusteks), mis rahuldavad tingimust, et kui Q ∈ C0 on mistahes
objekt ja f : A → Q, g : B → Q on morsmid, siis leidub üheselt määratud
morsm m : P → Q nii, et diagramm
Q
A P B
f
uA
g
uB
m
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kommuteerub.
Harilikult kirjutatakse P asemel A
∐
B.
Lihtne on veenduda, et kategoorias S-At (Set) on kokorrutiseks polügoonide
(hulkade) lõikumatu ühend.
Denitsioon. Olgu f : B → C ja g : A→ C kaks morsmi kategoorias C, millel
on sama sihtobjekt. Morsmide f ja g tagasitõmbaja on kolmik (P, p1, p2), mis
rahuldab tingimusi:
1. p1 : P → B ja p2 : P → A on morsmid kategoorias C;
2. fp1 = gp2;
3. kui q1 : Q → B ja q2 : Q → A on sellised C morsmid, et fq1 = gq2, siis
leidub üheselt määratud morsm m : Q→ P nii, et p1m = q1 ja p2m = q2.
Q
P B
A C
q2
q1
p1
p2 f
g
m
Ruutu eelmises diagrammis nimetatakse konservatiivseks ruuduks. Lühidalt
kirjutatakse (P, p1, p2) ≈ Pb(f, g).
Lemma 3 (vt [3, lk. 115℄). Kahe morsmi tagasitõmbaja, kui ta leidub, on iso-
morsmi täpsuseni üheselt määratud.
Denitsioon. Olgu AS parempoolne püsiv S-polügoon. Leidub polügooniga AS
tensorkorrutamise funktor AS ⊗ − : S − At → Set, mis on deneeritud
võrdustega
(AS ⊗−)(SM) := A⊗S M,
(AS ⊗−)(f) := 1A ⊗ f
iga vasakpoolse S-polügooni SM ja iga vasakpoolsete S-polügoonide homomor-
smi f korral.
Öeldakse, et funktor F : A → B säilitab konservatiised ruudud, kui sellest, et
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P B
A C
p1
g
p2 f
on konservatiivne ruut kategoorias A järeldub, et
F (P ) F (B)
F (A) F (C)
F (p1)
F (g)
F (p2) F (f)
on konservatiivne ruut kategoorias B.
Denitsioon. Parempoolset polügooni AS nimetame konservatiivselt lame-
daks, kui ta on püsiv ja funktor AS⊗− : S−At→ Set säilitab konservatiivsed
ruudud.
Denitsioon. Olgu f, g : A → B morsmid kategoorias C. Morsmide f ja g
võrdsustaja on paar (E, e), mis rahuldab järgmisi tingimusi:
1. e : E → A on morsm kategoorias C;
2. fe = ge;
3. iga C morsmi e′ : E ′ → A korral, mis rahuldab tingimust fe′ = ge′, leidub
üheselt määratud morsm k : E ′ → E nii, et ek = e′.
Lühidalt kirjutatakse (E, e) ≈ Eq(f, g).
E A B
E ′
e f
g
e′k
Lemma 4 (vt [4, lk. 33℄). Kahe morsmi võrdsustaja, kui ta leidub, on isomor-
smi täpsuseni üheselt määratud.
Analoogiliselt konservatiivsete ruutude säilitamisega saab deneerida võrdsus-
tajate säilitamise.
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Denitsioon. Parempoolset polügooni AS nimetatakse võrdsuslamedaks, kui
ta on püsiv ja funktor AS ⊗− : S −At→ Set säilitab võrdsustajad.
Toome sisse veel kolm polügoonide kohta käivat tingimust.
Tingimus (BF): Kui as = a′s′ ja at = a′t′, a, a′ ∈ A, s, s′, t, t′ ∈ S, siis
leiduvad a′′ ∈ A, u, v ∈ S nii, et
a = a′′u, a′ = a′′v, us = vs′, ut = vt′.
•a′′
•
a
•
a′
•
•
u
v
s
t
t′
s′
Tingimus (P): Kui as = a′s′, a, a′ ∈ A, s, s′ ∈ S, siis leiduvad a′′ ∈ A, u, v ∈ S
nii, et
a = a′′u, a′ = a′′v, us = vs′.
•a′′ •
•
a
•
a′
u
v
s
s′
Tingimus (E): Kui as = as′, a ∈ A, s, s′ ∈ S, siis leiduvad a′ ∈ A, u ∈ S nii, et
a = a′u, us = us′.
•a′ •
a
•
u
s′
s
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2 Polügoonid, mis rahuldavad tingimust (P)
Antud peatükis tõestatakse mitu tulemust polügoonide kohta, mis rahuldavad tin-
gimust (P). Lisaks antakse konservatiivsete ruutude konstruktsioon kategoorias
S-At ning deneeritakse teatud kanooniline kujutus ϕ.
Lause 2. Mistahes püsiva polügooni AS korral on järgmised väited samaväärsed:
(i) AS rahuldab tingimust (P).
(ii) Mistahes vasakpoolsete polügoonide SM ja elementide a, a
′ ∈ A, m,m′ ∈M
korral, kui a⊗m = a′ ⊗m′ tensorkorrutises A⊗S M , siis leiduvad a
′′ ∈ A
ja u, v ∈ S nii, et a = a′′u, a′ = a′′v, um = vm′.
Tõestus. (i) ⇒ (ii). Olgu AS ja SM polügoonid. Eeldame, et AS rahuldab tingi-
must (P), oletame, et a⊗m = a′ ⊗m′. Siis lemma 1 põhjal
a = b1t1 t1m = s1n1
b1s1 = b2t2 t2n1 = s2n2
b2s2 = b3t3 t3n2 = s3n3
. . . . . .
bk−1sk−1 = bktk tknk−1 = skm
′
bksk = a
′
k ∈ N, s1, . . . , sk, t1, . . . , tk ∈ S
1, b1, . . . , bk ∈ A, n1, . . . , nk−1 ∈M .
Oletame, et k ≥ 2. Näitame, et siis leidub paare (a,m) ja (a′, m′) ühendav
skeem pikkusega k − 1. Kuna b1s1 = b2t2 ja AS rahuldab tingimust (P), siis
leiduvad c ∈ A, u′, v′ ∈ S nii, et b1 = cu
′, b2 = cv
′
ja u′s1 = v
′t2. Paneme tähele,
et
(u′t1)m = u
′(t1m) = u
′(s1n1) = (u
′s1)n1
= (v′t2)n1 = v
′(t2n1) = v
′(s2n2) = (v
′s2)n2
ja
c(v′s2) = (cv
′)s2 = b2s2 = b3t3.
Seega
a = c(u′t1) (u
′t1)m = (v
′s2)n2
c(v′s2) = b3t3 t3n2 = s3n3
. . . . . .
bk−1sk−1 = bktk tknk−1 = skm
′
bksk = a
′
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kus hulga A × M paare (a,m) ja (a′, m′) ühendav skeem on pikkusega k − 1.
Samamoodi jätkates jõuame olukorrani, kus skeem
a = a′′u um = vm′
a′′v = a′
on pikkusega k = 1.
(ii)⇒ (i). Olgu as = a′s′. Siis µA denitsiooni kohaselt µA(a⊗s) = µA(a
′⊗s′).
Kuna µA on injektiivne, siis a⊗s = a
′⊗s′ tenorkorrutises A⊗S S. Eelduse põhjal
leiduvad a′′ ∈ A, u, v ∈ S nii, et
a = a′u, a′ = a′′v, us = vs′.
Lause 3. Kategoorias S-At on mistahes morsmidel f : SM → SQ ja g : SN →
SQ olemas tagasitõmbaja.
Tõestus. Vaatame diagrammi
P SM
SN SQ,
p1
p2 f
g
kus
P := {(m,n) ∈M ×N | f(m) = g(n)} ⊆M ×N
ja
p1 : P → SM, (m,n) 7→ m,
p2 : P → SN, (m,n) 7→ n
on projektsioonide ahendid. On selge, et see diagramm on kommutatiivne.
Oletame, et P = ∅. Siis p1 : ∅→ SM ja p2 : ∅→ SN . Kuna
p1 ⊆ ∅× SM = ∅,
p2 ⊆ ∅× SN = ∅
ja tühja hulga ainuke alamhulk on tühi hulk, siis p1 = ∅ ja p2 = ∅. Saame
kommutatiivse diagrammi
∅ SM
SN SQ.
∅
∅ f
g
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Eeldame, et diagramm
R
∅ SM
SN SQ
q2
q1
∅
∅ f
g
on kommutatiivne. Oletame vastuväiteliselt, et leidub a ∈ R. Siis f(q1(a)) =
g(q2(a)), millest järeldub, et (q1(a), q2(a)) ∈ P . See on vastuolus eeldusega, et P
on tühi hulk. Seega R = ∅, q1 = ∅, q2 = ∅ ja tühi kujutus R → ∅ on üheselt
määratud homomorsm, mis muudab kolmnurgad kommutatiivseks. Saime, et
(P, p1, p2) on morsmide f ja g tagasitõmbaja.
Oletame nüüd, et P 6= ∅. Olgu q1 : R → SM ja q2 : R → SN sellised
morsmid, et fq1 = gq2, siis (q1(r), q2(r)) ∈ P iga r ∈ R korral. Seega leidub
üheselt määratud homomorsm m : R→ P ,
m(r) = (q1(r), q2(r)),
nii, et diagramm
R
P SM
SN SQ
q2
m q1
p1
p2 f
g
on kommutatiivne. Saime, et (P, p1, p2) on morsmide f ja g tagasitõmbaja.
Märkus. Analoogiliselt saab konstrueerida mistahes morsmide f : SM → SQ ja
g : SN → SQ tagasitõmbaja kategoorias Set.
Olgu f : SM → SQ ja g : SN → SQ sellised homomorsmid kategoorias
S-At, et
SP = {(m,n) ∈M ×N | f(m) = g(n)} 6= ∅.
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Siis lause 3 põhjal diagramm
SP SM
SN SQ,
p1
p2 f
g
(P1)
kus p1, p2 on projektsioonide ahendid, on konservatiivne ruut.
Olgu AS mittetühi püsiv polügoon. Tensorkorrutades diagrammi (P1), saame
kommutatiivse diagrammi
A⊗S P A⊗S M
A⊗S N A⊗S Q.
1A ⊗ p1
1A ⊗ p2 1A ⊗ f
1A ⊗ g
Analoogiliselt lausega 3, saame kategoorias Set konstrueerida morsmide 1A⊗
f ja 1A ⊗ g tagasitõmbaja kui kolmiku (P
′, p′1, p
′
2), kus
P ′ = {(a⊗m, a′⊗n) ∈ (A⊗SM)×(A⊗SN) | (1A⊗f)(a⊗m) = (1A⊗g)(a
′⊗n)}
ja p′1, p
′
2 on projektsioonide ahendid. Homomorsmide tensorkorrutise denitsioo-
ni põhjal
(1A ⊗ f)(a⊗m) = 1A(a)⊗ f(m) = a⊗ f(m)
ja
(1A ⊗ g)(a
′ ⊗ n) = 1A(a
′)⊗ g(n) = a′ ⊗ g(n)
seega
P ′ = {(a⊗m, a′ ⊗ n) ∈ (A⊗S M)× (A⊗S N) | a⊗ f(m) = a
′ ⊗ g(n)}.
Paneme tähele, et kuna A 6= ∅ ja P 6= ∅, siis ka P ′ 6= ∅.
Tagasitõmbaja denitsiooni põhjal saame, et leidub üheselt määratud morsm
ϕ : A⊗S P → P
′
nii, et p′2ϕ = 1A ⊗ p2 ja p
′
1ϕ = 1A ⊗ p1 ning järgnev diagramm
on kommutatiivne:
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A⊗S P
P ′ A⊗S M
A⊗S N A⊗S Q.
1A ⊗ p2
ϕ 1A ⊗ p1
p′1
p′2 1A ⊗ f
1A ⊗ g
(P2)
Lemma 5. Kujutus ϕ diagrammis (P2) on deneeritud võrdusega
ϕ(a⊗ (m,n)) = (a⊗m, a⊗ n)
iga a ∈ A ja (m,n) ∈ P korral.
Tõestus. Olgu ϕ(a⊗ (m,n)) = (a′⊗m′, a′′⊗n′), kus a′, a′′ ∈ A, m′ ∈M, n′ ∈ N .
Võrdusest p′1ϕ = 1A ⊗ p1 saame, et
a′⊗m′ = p′1(ϕ(a⊗ (m,n))) = (p
′
1ϕ)(a⊗ (m,n)) = (1A⊗ p1)(a⊗ (m,n)) = a⊗m.
Analoogiliselt a′′ ⊗ n′ = a⊗ n. Seega ϕ(a⊗ (m,n)) = (a⊗m, a⊗ n).
Teoreem 1. Mittetühi püsiv polügoon AS rahuldab tingimust (P) parajasti siis,
kui iga konservatiivse ruudu (P1) korral kategoorias S-At on kujutus ϕ diagram-
milt (P2) sürjektiivne.
Tõestus. Tarvilikkus. Eeldame, et mittetühi püsiv polügoon AS rahuldab tingi-
must (P). Olgu (P1) konservatiivne ruut kategoorias S-At. Peame näitama, et
kujutus ϕ joonisel (P2) on sürjektiivne. Olgu (a⊗m, a′⊗n) ∈ P ′ suvaline. Hulga
P ′ denitsiooni järgi
a⊗ f(m) = a′ ⊗ g(n)
tensorkorrutises A ⊗S Q. Kuna AS rahuldab tingimust (P), siis lause 2 põhjal
leiduvad sellised a′′ ∈ A, u, v ∈ S, et a = a′′u, a′ = a′′v ja uf(m) = vg(n). Kuna
f ja g on vasakpoolsete polügoonide homomorsmid, siis f(um) = g(vn), seega
(um, vn) ∈ P . Kasutades lemmat 5 saame, et
ϕ(a′′ ⊗ (um, vn)) = (a′′ ⊗ um, a′′ ⊗ vn) = (a′′u⊗m, a′′v ⊗ n) = (a⊗m, a′ ⊗ n).
Järelikult ϕ on sürjektiivne.
Piisavus. Olgu as = a′s′, kus a, a′ ∈ A, s, s′ ∈ S. Vaatleme diagrammi (P1),
kus SM = SN = SQ = SS,
f(x) = xs,
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g(x) = xs′
iga x ∈ S korral. Lihtne on veenduda, et nii deneeritud kujutused f, g : SS → SS
on vasakpoolsete polügoonide homomorsmid. Eelduse kohaselt on kujutus ϕ
diagrammi
A⊗S P
P ′ A⊗S S
A⊗S S A⊗S S
1A ⊗ p2
ϕ 1A ⊗ p1
p′1
p′2 1A ⊗ f
1A ⊗ g
korral sürjektiivne. Kuna AS on eelduse kohaselt püsiv, siis lemmast 2 järeldub,
et AS on unitaarne. Seega leiduvad a1, a
′
1 ∈ A, r, r
′ ∈ S nii, et a = a1r ja
a′ = a′1r
′
. Eelduse kohaselt (a1r)s = (a
′
1r
′)s′ ehk a1(rs) = a
′
1(r
′s′). Kujutuste f ja
g denitsiooni põhjal a1f(r) = a
′
1g(r
′), seega kujutuse µA denitsiooni kohaselt
µA(a1⊗f(r)) = µA(a
′
1⊗g(r
′)) ning µA injektiivsuse põhjal a1⊗f(r) = a
′
1⊗g(r
′).
Järelikult (a1 ⊗ r, a
′
1 ⊗ r
′) ∈ P ′. Kuna ϕ on sürjektiivne, siis leidub a′′ ⊗ (u, v) ∈
A⊗S P nii, et
ϕ(a′′ ⊗ (u, v)) = (a1 ⊗ r, a
′
1 ⊗ r
′).
Lemma 5 põhjal saame, et a′′ ⊗ u = a1 ⊗ r ja a
′′ ⊗ v = a′1 ⊗ r
′
tensorkorrutises
A ⊗S S. Siit järeldub, et a
′′u = a1r = a ja a
′′v = a′1r
′ = a′. Veelgi enam, kuna
(u, v) ∈ P , siis f(u) = g(v) ehk us = vs′. Saime, et AS rahuldab tingimust
(P).
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3 Konservatiivselt lamedad polügoonid
Käesolevas peatükis tõestatakse antud bakalaureusetöö põhitulemus  teoreem 2.
Enne seda sõnastatakse seos konservatiivsete ruutude ning võrdsustajate säilita-
mise vahel ning tõestatakse mitu tulemust antud töös käsitletavate lamedusoma-
duste seosest tingimustega (P) ja (E).
Lause 4 (vt [4, lk. 47℄). Olgu A lõplike korrutistega kategooria. Kui funktor
G : A → B säilitab tagasitõmbajad, siis ta säilitab ka võrdsustajad.
Järgmine lause tõestatakse analoogiliselt lause 3 tõestusega.
Lause 5. Kategoorias S-At on mistahes morsmidel f, g : SX → SY olemas
võrdsustaja.
Lause 6. Iga võrdsuslame polügoon rahuldab tingimust (E).
Tõestus. Olgu AS võrdsuslame polügoon. Eeldame, et as = as
′
, kus a ∈ A, s, s′ ∈
S. Deneerime kujutused f, g : SS → SS nii, et
f(x) = xs
ja
g(x) = xs′.
Olgu
E := {x ∈ S | f(x) = g(x)} = {x ∈ S | xs = xs′} ⊆ S
ja ι : E →֒ S on sisestus. Siis lause 5 kohaselt diagramm
SE SS SS
f
g
ι
on võrdsustaja.
Kuna AS on võrdsuslame, siis tensorkorrutades eelmist diagrammi, saame
võrdsustaja
A⊗S E A⊗S S A⊗S S
1A ⊗ f
1A ⊗ g
1A ⊗ ι
kategoorias Set.
Morsmide 1A ⊗ f ja 1A ⊗ g kanooniline võrdsustaja on paar (E
′, ι′), kus
E ′ : = {a⊗ y ∈ (A⊗S S) | (1A ⊗ f)(a⊗ y) = (1A ⊗ g)(a⊗ y)}
= {a⊗ y ∈ (A⊗S S) | a⊗ ys = a⊗ ys
′)}
ja ι′ : E ′ → A⊗S S on sisestus. Saame, et diagramm
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E ′ A⊗S S A⊗S S
1A ⊗ f
1A ⊗ g
ι′
on võrdsustaja kategoorias Set.
Võrdsustaja denitsiooni põhjal leidub üheselt määrtatud morsm
ψ : A⊗S E → E
′
nii, et ι′ψ = 1A ⊗ ι ja järgnev diagramm on kommutatiivne:
E ′ A⊗S S A⊗S S
A⊗S E .
ι′ 1A ⊗ f
1A ⊗ g
1A ⊗ ιψ
Lemma 4 kohaselt on ψ bijektsioon.
Kuna AS on püsiv, siis AS on unitaarne, s.t leiduvad a1 ∈ A ja s ∈ S nii,
et a = a1r. Eelduse kohaselt (a1r)s = (a1r)s
′
ehk a1(rs) = a1(rs
′). Kujutuse
µA denitsiooni põhjal µA(a1 ⊗ rs) = µA(a1 ⊗ rs
′). Kuna µA on injektiivne, siis
a1 ⊗ rs = a1 ⊗ rs
′
. Järelikult a1 ⊗ r ∈ E
′
. Kuna ψ on sürjektiivne, siis leidub
a′ ⊗ u ∈ A⊗S E nii, et ψ(a
′ ⊗ u) = a1 ⊗ r. Paneme tähele, et
ψ(a′ ⊗ u) = (ι′ψ)(a′ ⊗ u) = (1A ⊗ ι)(a
′ ⊗ u) = 1A(a
′)⊗ ι(u) = a′ ⊗ u.
Seega a′ ⊗ u = a1 ⊗ r. Siit järeldub, et a
′u = a1r = a ning kuna u ∈ E, siis
us = us′.
Lemma 6. Konservatiivselt lamedad polügoonid rahuldavad tingimust (P).
Tõestus. Lemma 3 põhjal on polügoon AS konservatiivselt lame parajasti siis, kui
kujutus ϕ lemmast 5 on bijektsioon. Teoreemi 1 põhjal rahuldab mittetühi püsiv
polügoon AS tingimust (P) parajasti siis, kui kujutus ϕ on sürjektsioon. Seega
kui AS on konservatiivselt lame ja mittetühi, siis ta rahuldab tingimust (P). On
selge, et ka tühi polügoon rahuldab tingimust (P).
Alljärgnev teoreem on antud bakalaureusetöö põhitulemus. See annab konser-
vatiivselt lamedate polügoonide kirjelduse suhteliselt lihtsate tingimuste (P), (E)
ja (BF) abil.
Teoreem 2. Iga püsiva polügooni AS korral on järgmised väited samaväärsed:
(i) AS on konservatiivselt lame.
(ii) AS on konservatiivselt lame ja võrdsuslame.
(iii) AS rahuldab tingimust (P) ja tingimust (E).
20
(iv) AS rahuldab tingimust (BF).
Tõestus. Vaatame kahte juhtu.
1)A = ∅. Vaatame suvalist konservatiivset ruutu
SP SM
SN SQ
p1
p2 f
g
kategoorias S-At. Rakendades polügooniga AS tensorkorrutamise funktorit saa-
me, et diagramm
A⊗S P A⊗S M
A⊗S N A⊗S Q
1A ⊗ p1
1A ⊗ p2 1A ⊗ f
1A ⊗ g
on kommutatiivne. Kuna (∅ ⊗−)(SB) = ∅ ja (∅ ⊗ −)(h) = ∅ mistahes vasak-
poolse S-polügooni SB ja vasakpoolsete S-polügoonide homomorsmi h korral,
siis eelmine diagramm saab kuju
∅ ∅
∅ ∅.
∅
∅ ∅
∅
Olgu r1 : R→ ∅ ja r2 : R→ ∅ sellised morsmid, et ∅r1 = ∅r2,
R
∅ ∅
∅ ∅.
r2
r1
∅
∅ ∅
∅
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Siis R = ∅, r1 = ∅ ja r2 = ∅. Võttes tühja kujutuse k = ∅ : R → ∅ näeme, et
∅k = r1 ja ∅k = r2, kusjuures k on üheselt määratud.
2)A 6= ∅. (i) ⇒ (ii). Olgu AS konservatiivselt lame, s.t ta on püsiv ja funktor
AS ⊗ − : S − At → Set säilitab konservatiivsed ruudud. Siis lause 4 põhjal
AS ⊗− säilitab võrdsustajad. Saime, et AS on võrdsuslame.
(ii) ⇒ (iii). Olgu AS konservatiivselt lame ja võrdsuslame. Lemma 6 põhjal
rahuldab AS tingimust (P). Lause 6 põhjal rahuldab AS tingimust (E).
(iii) ⇒ (iv). Eeldame, et as = a′s′, at = a′t′, kus a, a′ ∈ A ja s, s′, t, t′ ∈
S. Kuna eelduse kohaselt AS rahuldab tingimust (P), siis esimesest võrdusest
järeldub, et leiduvad sellised a′′ ∈ A, u, v ∈ S, et a = a′′u, a′ = a′′v, us = vs′.
Nüüd saame teisest võrdusest, et a′′(ut) = a′′(vt′). Kuna eelduse kohaselt AS
rahuldab tingimust (E), siis leiduvad sellised a¯ ∈ A, z ∈ S, et a′′ = a¯z ja z(ut) =
z(vt′). Nüüd a = a¯(zu), a′ = a¯(zv) ja
(zu)s = z(us) = z(vs′) = (zv)s′,
(zu)t = z(ut) = z(vt′) = (zv)t′.
Seega AS rahuldab tingimust (BF).
(iv) ⇒ (i). Eeldame, et AS rahuldab tingimust (BF). Vaatame suvalist kon-
servatiivset ruutu
SP SM
SN SQ
p1
p2 f
g
kategoorias S-At, kus SP = {(m,n) ∈ M × N | f(m) = g(n)} ja p1, p2 on
projektsioonide ahendid. Peame näitama, et kujutus ϕ diagrammis
A⊗S P
P ′ A⊗S M
A⊗S N A⊗S Q
1A ⊗ p2
ϕ 1A ⊗ p1
p′1
p′2 1A ⊗ f
1A ⊗ g
kategoorias Set on bijektsioon, kusjuures
P ′ = {(a⊗m, a′ ⊗ n) ∈ (A⊗S M)⊗ (A⊗S N)| a⊗ f(m) = a
′ ⊗ g(n)},
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p′1, p
′
2 on projektsioonide ahendid. Lisaks teame, et ϕ : A⊗S P → P
′
on lemma 5
kohaselt deneeritud võrdusega
ϕ(a⊗ (m,n)) = (a⊗m, a⊗ n).
Kuna tingimusest (BF) järeldub tingimus (P), siis teoreemi 1 kohaselt on ϕ sür-
jektiivne.
Kujutuse ϕ injektiivsuse näitamiseks eeldame, et
ϕ(a′ ⊗ (m′, n′)) = ϕ(a⊗ (m,n)),
kus a, a′ ∈ A ja (m,n), (m′, n′) ∈ P , s.t a⊗m = a′⊗m′ ja a⊗n = a′⊗n′. Kuna AS
rahuldab tingimust (P), siis lause 2 kohaselt kahest viimasest võrdusest järeldu-
valt leiduvad sellised a1, a2 ∈ A, u1, u2, v1, v2 ∈ S, et a = aiui, a
′ = aivi, i = 1, 2
ja u1m = v1m
′, u2n = v2n
′
.
Rakendades tingimust (BF) võrdustele a1u1 = a2u2 ja a1v1 = a2v2 saame
leida elemendid a′′ ∈ A, u, v ∈ S nii, et
a1 = a
′′u, a2 = a
′′v, uu1 = vu2, uv1 = vv2.
Nüüd
a⊗ (m,n) = a1u1 ⊗ (m,n) = a
′′uu1 ⊗ (m,n) = a
′′ ⊗ (uu1m, uu1n)
= a′′ ⊗ (uu1m, vu2n) = a
′′ ⊗ (uv1m
′, vv2n
′) = a′′ ⊗ (uv1m
′, uv1n
′)
= a′′uv1 ⊗ (m
′, n′) = a1v1 ⊗ (m
′, n′) = a′ ⊗ (m′, n′).
Seega ϕ on injektiivne.
Toome näite polügoonist, mis on konservatiivselt lame ning polügoonist, mis
ei ole konservatiivselt lame.
Näide. Olgu S rühm. Näitame, et polügoon SS on konservatiivselt lame. Selleks
veendume, et ta rahuldab tingimust (E), tingimust (P) ja on püsiv.
Olgu as = a′s′, kus a, a′, s, s′ ∈ S. Siis
s−1s = (s′)−1s′, a = (as)s−1, a′ = (as)(s′)−1
ja seega kehtib tingimus (P).
Olgu as = as′, kus a, s, s′ ∈ S. Korrutades seda võrdust vasakult elemendiga
a−1, saame, et s = s′. Siis
1 · s = 1 · s′, a = a · 1
ja seega kehtib tingimus (E).
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Vaatleme kujutust
µS : S ⊗S S → S, s⊗ t 7→ st.
Kuna iga elemendi s ∈ S saab esitada kujul s = 1 · s, siis SS on unitaarne ja
seega µS on sürjektiivne. Oletame nüüd, et µS(s⊗ t) = µS(s
′ ⊗ t′) ehk st = s′t′.
Siis
s⊗ t = s⊗ t1 = st⊗ 1 = s′t′ ⊗ 1 = s′ ⊗ t′1 = s′ ⊗ t′.
Seega µS on injektiivne ning SS on püsiv.
Näide. Olgu S mittetriviaalne rühm, s.t |S| > 2. Vaatame üheelemendilist hulka
Θ = {θ}. Deneerime
θs = θ
iga s ∈ S korral. Saame polügooni ΘS, mis ei rahulda tingimust (E), seega ei ole
konservatiivselt lame.
Tõepoolest, olgu s, t ∈ S, s 6= t. Siis
θs = θt.
Oletame vastuväiteliselt, et leidub u ∈ S nii, et us = ut. Korrutades selle võrduse
mõlemad pooled vasakult elemendiga u−1, saame, et s = t, vastuolu.
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